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Abstract— In this paper is presented a local velocity control with friction compensation for a mobile robot with
two wheel differential drive. Each wheel is driven by a direct current electric motor. The mobile robot dynamic
model has the inclusion of the LuGre model for friction. Cascade control structures are used in the direct current
motors that drive the wheels to do compensations of the friction phenomena. Results from experiments and
simulation are presented.
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Resumo— Este artigo apresenta um controle local da velocidade com compensacao de atrito de uma base
mével de robés manipuladores com duas rodas diferenciais, acionados por motores elétricos de corrente continua.
E feita a modelagem dindmica para o veiculo com a inclusdo do fenémeno do atrito, usando o modelo de LuGre.
Para a compensagao do atrito refletido nos motores de corrente continua que acionam as rodas foram usadas
estruturas de controle em cascata, com alguns resultados experimentais e de simulagdo sdo apresentados neste

trabalho.
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1 Introducgao

Os robos que utilizam veiculos auténomos
como base mével tem sido muito estudado nos
dltimos anos. Em particular, os robés manipu-
ladores moveis terrestres, que sao veiculos mo-
torizados e com rodas, possuem uma estrutura
dindmica, usualmente de forma Lagrangeana e
Newtoniana, o que conduz ao desenvolvimento de
equagoes de movimento dinamico em termos dos
parametros geométricos e inerciais.

Uma consideracao importante para todos
os sistemas sao as nao-linearidades de entrada
(Tao e Kokotovic, 1996). Particularmente, em
um veiculo com rodas acionadas por atuadores
elétricos, a nao linearidade de tipo zona morta
é oriunda do fenémeno do atrito, que é um
fenébmeno muito complexo causado por nao linea-
ridades tais como: Stiction; Histerese; Efeito de
Stribeck; Stick-Slip; Viscosidade; e dependéncia
da freqiiéncia de entrada. Em baixa velocidade, o
fenomeno do atrito afeta de forma significativa o
movimento de um corpo, podendo provocar inclu-
sive uma oscilagao em torno do ponto de equilibrio
conhecida como ciclo limite.

Os sistemas roboticos sao muitas vezes pro-
jetados a partir de modelos que nao consideram
as nao-linearidades de entrada em tais sistemas.
Estas nao-linearidades provocam um desempenho
pobre no sistema, e em alguns casos podem levar
a instabilidade, caso uma estratégia de contro-

le apropriada nao seja projetada (Bona e In-
dri, 2005). Os erros tipicos causados polo atrito
sao: erros de posicionamento em regime perma-
nente, ciclos limite a baixas velocidades e pobre
desempenho em sistemas com movimento rela-
tivo (Armstrong-Hélouvry et al., 1994; Olsson e
Astrom, 2001). Armstrong-Hélouvry et al. (1994)
apresenta um excelente estudo sobre o atrito e sua
modelagem. Canudas de Wit et al. (1995) apre-
sentou um estudo sobre compensagao de atrito que
¢ muito referenciado na literatura.

O objetivo deste trabalho é apresentar um
esquema de controle com compensacao de atrito
de um veiculo com duas rodas ativas. O pro-
jeto e a andlise dos controladores serao desenvolvi-
dos com base no modelo de base moével apresen-
tado em Laura et al. (2006) e em um modelo de
atrito conhecido como LuGre, que foi apresentado
em Canudas de Wit et al. (1995) e em Canudas
de Wit (1998). A estrutura do texto é como
segue: na secao 2 apresentam-se alguns conceitos
preliminares necessarios para a compreensao do
conteudo do artigo; na secao 3 a modelagem e o es-
quema de controle com compensacao de atrito de
um veiculo com duas rodas ativas diferenciais sd@o
desenvolvidos; por fim, os resultados obtidos em
testes experimentais e simulacoes sao apresenta-
dos na secao 4 e a conclusao apresentada na segao
5.
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Figura 1: Visualizacao quando a forca tangencial
é aplicada entre duas superficies.
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Figura 2: Deflexao da cerda entre duas superficies.

2 Preliminares Tedricas

O atrito é uma forca de reacao tangencial que
ocorre entre superficies em contato. Fisicamente,
esta forca de reacao é o resultado de muitos dife-
rentes fendomenos que podem depender da topolo-
gia e geometria do contato, das propriedades dos
materiais, dos volumes e das superficies dos cor-
pos, das velocidades relativas entre os corpos e dos
regimes de lubrificagao.

No modelo de LuGre, o atrito é modelado
como a forga média de deflexao de cerdas elasticas,
como ¢ ilustrado na figura 1. Este é um modelo
muito apropriado para aplicagoes de controle devi-
do a sua simplicidade e integragao entre os regimes
conhecidos como pré-escorregamento e escorrega-
mento (Canudas de Wit et al., 1995; Canudas de
Wit, 1998).

Como ilustrado na figura 2, quando uma forga
tangencial é aplicada ao corpo as cerdas deflexio-
nam como molas. Se a deflexao for suficiente-
mente grande as cerdas comecam a deslizar. A
deflexdo média das cerdas para um movimento é
determinante para velocidade.

O modelo LuGre é da forma (Canudas de Wit
et al., 1995; Canudas de Wit, 1998):

dz(t) _ oy @l
g(v(t)) = a0 + e~ W®/vs)*
d z(t)

F(t) = 00z(t) + 01

7 + agu(t). (2)

Em (1), z(¢) representa a dindmica um estado
interno do atrito que descreve a deflexao media
das superficies em contato durante a fase chamada
de Stiction, sendo este estado ndo mensurdvel, e
g(v) é uma fungdo decrescente para velocidade
limitada crescente que descreve parte das carac-
teristicas do modelo em regime permanente, com
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Figura 3: Diagrama das forgas e torques que
atuam sobre um veiculo com duas rodas ativas
acionado por atuadores elétricos.

{00 > ap + a1 > g(v) > apg > 0} e incluindo vg
que é uma constante chamada de velocidade de
Stribeck. O coeficiente de atrito estatico é dado
por oy + a1 e o coeficiente de atrito de Coulomb
é dado por «ap.

Em (2), F(t) é o atrito. O pardmetro oy
é o coeficiente de rigidez das deformacoes mi-
croscopicas de z(t) durante o regime chamado
de pré-escorregamento, o parametro o; é o coe-
ficiente de amortecimento associado com dz(t)/dt
e 0 parametro as é o coeficiente de atrito viscoso.
Usualmente, o1 decresce com o incremento da ve-
locidade.

2.1 Funcdo de Transferéncia Positiva Real

Um conceito importante encontrado em teoria
de sistemas é o de Passividade. Em linhas gerais,
um sistema (linear ou néo) é estritamente passivo
se consome energia e é passivo se nao entrega e-
nergia.

Restringindo a atengao aos sistemas causais
lineares e invariantes no tempo (LTT), este con-
ceito estd relacionado com a nogao de fungao
positiva real e estritamente positiva real.  Se
uma funcdo de transferéncia H(s) é positiva real
(FPR), entdo o sistema é passivo. Além disso,
uma interconexao realimentada que contém um
subsistema passivo (linear ou nao), e um subsis-
tema estritamente proprio, estritamente positivo
real (FSPR) é sempre estavel em malha fechada
(Huang et al., 1999).

3 Modelagem e Compensagao de Atrito
da Base Movel

A base mével considerada neste artigo é um
veiculo com duas rodas como mostrado na figura
3. As duas rodas fixas sdo acionadas por motores
elétricos de corrente continua (CC) com coman-
dos independentes. Dois elementos de apoio equi-
libram o veiculo sobre a superficie de movimento.
Este é um sistema com dois graus de liberdade



(GDL) cujas saidas ser@o representadas pelas ve-
locidades dos motores direito w,,q € esquerdo wy,e.

Inicialmente considere-se que vq(t) = rq wq(t)
e Ve(t) = re we(t), com vy(t) e ve(t) como sendo
as velocidades lineares das rodas no ponto de con-
tato com a superficie de movimento e com wq(t),
e we(t) como sendo as velocidades angulares das
rodas no ponto de contato com a superficie de
movimento. Adicionalmente, r4 € 7. sa0 0s raios
das rodas direita e esquerda e as relagoes entre
os movimentos dos motores elétricos e das rodas
direita e esquerda respectivamente, sao dadas por
Wimd(t) = Ng wa(t), wme(t) = Ne we(t), onde Ny
e N, sao os fatores de redugao de velocidade das
rodas direita e esquerda respectivamente.

Sabe-se ainda que

oty = L ell) ©

va(t) — ve(t)
wlt) = e, (1)
onde v(t) é a velocidade linear do centro do robd
e w(t) é a velocidade angular do robd no mesmo
ponto. A distancia entre as rodas é 2 1.

A forca total que movimenta o veiculo é dada

por
1 1
F(t) = —74(t) + —7e(2). (5)
Td Te
De forma similar, o torque total que faz girar
o veiculo é dado por

(1) = Cralt) — 7e(t) (©)
Td Te
onde 7. e 74) sdo os torques aplicados pelas rodas
esquerda e direita ao corpo da base movel.
As equagbes dindmicas para os movimentos
translagao e rotacao do veiculo, sem considerar o
atrito e outras perturbagoes, sao expressas por

F(t) = Mo(t) (7)

7(t) = Jw(t), (8)

onde M e J representam a massa e o momento de
inércia do veiculo respectivamente.

No eixo dos motores, os modelos dinamicos
expressos sem perturbacoes de qualquer tipo po-
dem ser escritos como segue:

de(t) = Jmd d)md(t) + 777—35\127 (9)
Tone(t) = T Wme (1) + ;5? (10)

As equagcoes (9) e (10) expressam cada uma
delas o comportamento ideal do modelo mecanico
do motor CC sem considerar o atrito e outras per-
turbagbes que se opoem ao movimento nos man-
cais do rotor. Como se trata de um movimento

rotacional, aparecem na lei de movimento a ve-
locidade angular w,,; e o momento de inércia J,,;
do motor 1.

O modelo matematico da dinamica do veiculo
ilustrado na figura 3, a partir da manipulacao das
equagoes (3)-(10), sem incluséo dos fendmenos que
se opoem ao movimento, pode ser escrito na forma

de(t) = kld)md + kQU.Jme ( )
11

Tme (t) = k?)wmd + k4wme

onde

r2 J
k= —2 - (M+5 )+
1 477ng ( + l2) + md

Teld J
R ) V.
> 4ngN.N, ( l2>

Teld J
hy = <4 (pp 2
* 7 4NN, ( 12)

r2 J
ks = ¢ M+ = me-
4 1. N? < + l2> + Jme

Se a dinamica dos motores CC for muito
répida, o modelo (11) pode ser reduzido. este pro-
cedimento é 1til quando a compensagao é imple-
mentada computacionalmente com hardware com
capacidade de processamento limitado. Assim,
temos

. KV} KemaK
Fma(t) 2 == 8a(t) = =TE = wnalt) - (12)
e
KEV/ KemeKe
Fme(t) & = 0, (t) = =TE wine(t), (13)

onde V; é a fonte de tensao primaria dos motores
CCe tha Ktea Kcmda Kemda Rd € Re represen-
tam respectivamente as constantes de torque, as
constantes de forga contra-eletromotriz e as re-
sisténcias elétricas para os motores. As varidveis
de entrada d4(t) e d.(t) sdo os sinais de ali-
mentagao dos motores direito e esquerdo expressos

em largura de pulso (PWM).

8.1 Projeto do Sistema de Controle

A estratégia de controle proposta, como
ilustrado em esquema de blocos na figura 4, pos-
sui uma estrutura em cascata para cada atuador
elétrico. O torque é controlado a partir da sua
estimagao e de uma referéncia fornecida por um
controlador de velocidade. Os efeitos causados pe-
los torques de atrito sao compensados a partir de
um observador de atrito que modela o fenémeno.
A fonte de tensdo priméria que alimenta o sis-
tema é considerada como tendo um valor con-
stante invariante no tempo V. A deteccao da ve-
locidade de cada motor é feita a partir da leitura
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Figura 4: Diagrama em blocos do sistema de controle proposto para o robd mével com duas rodas ativas
acionados por atuadores elétricos CC, com inclusao da nao linearidade de entrada inerente de tipo atrito.

dos encoders incrementais e a velocidade média é
a diferenga entre os pulsos detectados gerados pe-
los encoders em cada periodo de amostragem da
estrutura de controle.

Os atuadores que comandam o sistema s@o
considerados como possuindo caracteristicas simi-
lares, sendo possivel um perfeito desacoplamento
entre as duas malhas de controle se as fungoes
de transferéncias relacionadas a cada uns dos
motores forem iguais. Partindo dessa hipétese,
considera-se 08 wy,;(t) como sendo perturbagoes
nas equagoes (12) e (13). Controladores PI dis-
cretos podem ser usados para as malhas de torque
de ambos motores.

3.2 Controle da Velocidade com Compensagdo
de Atrito

De (11), considerando apenas os ramos diretos
dos atuadores ¢ [direito ou esquerdo], temos

2
T J )
|:477;]V12 (M + l2) + Jm1:| Wmi = Tmi — Fmi(t),
onde F,,,;(t) sdo os torques de reagao que modelam
o atrito no veiculo vistos pelos motores.

Utilizamos o modelo de LuGre para ambos
atuadores teremos

onde:
_ 72 J
mi = — = M 79 mais
/ 4n; N7 ( +lz)+J
dz;(t
Fmi(t) = O’Oizi(t) —+ 014 Zdi ) +a2iwmi(t);
dz;(t) 00i
= wWi(t) — ————|wmi(t)|z:(t);
! (1)~ Sy )0
2
Jwmi®) = i+ aye” @mi)/wmsi)”,

Os parametros estaticos ap;, a1, 2 € WmsSi,
e os parametros dindmicos og; e oy; foram sao pre-
viamente definidos.

Os estimadores de atrito néo lineares sao de-
scritos na forma

dat) _ o |,
ar = wmi=ogl Tt o)

+ Q2iWmyi (t)

onde Z;(t) é a estimacao do estado interno z;(t),
nao mensuravel, Foi éo torque de atrito esti-
mado, €; = wm; — Wrmi € 0 erro de velocidade e
wrms € a velocidade de referencia desejada do mo-
tor 7, que é assumido diferencidvel. O termo k ¢;
é um termo de correcao da estimagao em fungao
do erro da velocidade.
Considerando a lei de controle

ol = 27 (ol
+jmid°"’"d7”;i(t)+ﬁmi(t), (15)

H,,i(s) pode ser obtido para que G;(s) seja FSPR
(Canudas de Wit et al., 1995), onde

Gils) = 01; $ + 0o
' jmz s+ 7mszz(S) .

A condigdo FSPR para G;(s), exclui o uso de
um controlador PID com acao integral pura para
H,,;(s). Se H,u(s) for definido por um contro-
lador PD, teremos G(s) = — 15770

Imi(s + K, + Kq )
onde K, e K4 sao os ganhos proporcional e deriv-
ativo respectivamente. Assim, a condicdo FSPR

90i
sobre G;(s) produz: K, > o e Kqg > /2K,
(Lischinsky et al., 1999).

)
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Figura 5: Valores obtidos no experimento para a forga de atrito do Robd Khepera II em fungao da
velocidade, pontos coletados em regime permanente com tempo de estabilizagdo de um segundo para os
motores esquerdo [o] e direito [x] respectivamente, em ambos sentidos.

Tabela 1: Parametros obtidos por medicao direta
do sistema fisico Robo Khepera II.

Massa do veiculo [M] 108,146 g
Diametro do veiculo 70,0 mm
Distéancia entre as rodas [21] | 53,0 mm
Raio da cada roda [rq e 7¢] 7,5 mm

Kiq e Ko 1,66 mNm/A
Kema e Kepme 1,66 mVs/rad
Nge N, 25

Lge L, 180 pH

Rge R, 21,5 Q

Imd € Ime 0,02 pkgm?
Bina € Bpe 12 nNms/rad
J 66,15 pkgm?
n 0,94

Tabela 2: Parametros estaticos da forca de atrito,
para o Robo Khepera I, com a1; =0 e wy,s; =0

[ ao (uNm) [ o (u Nms/rad) |
esquerdo direito | esquerdo | direito
69, 692 69, 692 0,135 | 0,135
—75,282 | —75,282 0,068 | 0,068

4 Resultados Experimentais

A determinacdo dos parametros estdticos e
dindmicos é tratada em Canudas de Wit e Lischin-
sky (1997). O Robo Mével Khepera II® da K-
Team S. A. foi usado como moédulo experimen-
tal para as aplicacoes de controle. Os parametros
do robo estao resumidos na tabela 1. Os qua-
tro primeiros parametros foram obtidos experi-
mentalmente e os restantes a partir de dados de
catalogos.

Um experimentos foi feito no robé Khepera
II objetivando a determinacao dos parametros do
modelo e LuGre, com os motores elétricos sendo
comandados por sinais modulados por larguras de
pulso digital (DPWM). A detecgao média da ve-

locidade em cada motor é feita a partir dos en-
coders incremental localizado no eixo cada motor
motor, com periodo de amostragem de 10ms.

Na Figura 5 sao mostradas a curvas de torque
motor em fungao da velocidade angular para am-
bos os sentidos de movimento para motores es-
querdo [o] e direito [x] respectivamente. Os pon-
tos foram coletados com periodos de estabilizagao
de um segundo, garantindo assim leituras de ve-
locidade o torque de atrito em regime permanente
para o sistema.

Na figura 5 os componentes de atrito de
Coulomb e o atrito viscoso podem ser observa-
dos, embora a baixa resolugao de velocidade dada
pelo encoder incremental, resultando apenas na
observacao de componentes com incrementos de
26.6667 rad/s, nao permita a nitida observagao
destes fendmenos de atrito em baixas velocidades.
A tabela 2 ilustra os parametros identificados nos
motores direito e esquerdo do robo Khepera II.
Os parametros dindmicos og; = 0,0001 nNm/rad
e 01; = 0,1 nNms/rad foram usados heuristica-
mente.

A figura 6, ilustra os resultados obtidos por
simulagao para o controle por compensagao de
atrito, sendo a referéncia um degrau de 500 rad/s.
O sistema comega a estabilizar ao redor dos 200
ms. Na figura pode ser observado também o com-
portamento do atrito frente ao torque externo,
entregado pelo controlador de velocidade e final-
mente o comportamento do estado interno z(t).

5 Conclusao

Neste artigo foram apresentados resultados
que permitem comprovar a eficiéncia do método
de compensac¢ao de atrito no controle no espago
de atuadores em sistemas roboticos moveis. Os
efeitos indesejdveis da zona morta podem assim
serem compensados.

Os resultados obtidos permitem comprovar
que o modelo de LuGre pode ser utilizado de
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Figura 6: Controle de velocidade.

forma eficiente para a compensacao de atrito em
um sistema robdtico mével. Esta abordagem pos-
sibilita atenuar o efeito indesejavel do ciclo limite
em baixas velocidades em bases méveis de robos.
Uma observagao importante é que sensores de cor-
rente ou de torque seriam apropriados para uso em
sistemas robdticos com compensacao de atrito.
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